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ZBIORY BORELOWSKIE
Zaktadam, ze wszyscy maja zaliczony kurs topologii.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng. Wyrézniamy w niej rodzine G zbioréw
otwartych i rodzine F zbioréw domknietych. Zakladam, ze wszyscy wiedza, co to
za zbiory. Przypomnijmy tylko, ze zbidr jest domkniety wtedy i tylko wtedy gdy
jego dopekienie jest zbiorem otwartym. X i () sa zaréwno otwarte jak i domknigte.
Dowolna suma i skonczony przekrdj zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym, a
dowolny przekrdj i skonczona suma zbioréw domknietych jest zbiorem domknietym.

Definicja 1: Sigma-cialo generowane przez rodzine zbioréw otwartych (réwnowaznie
— domknigtych) nazywamy sigma-ciatem zbioréw borelowskich. Zbidr borelowski to
element tego sigma-ciala.

Cwiczenie: Uzasadni¢, ze wszelkie zbiory skoriczone, przeliczalne i ich dopeienia
sa borelowskie.

Cwiczenie: Uzasadnié, ze jesli X jest oSrodkowa, to sigma-cialo generowane przez
dowolna baze topologii jest rowne sigma-ciatu zbioréw borelowskich.

Definicja 2: Zbidr, ktory jest przeliczalnym przekrojem zbioréw otwartych nazywa
sie zbiorem typu Gs, a zbidr, ktéry jest przeliczalna suma zbioréw domknietych
nazywa sie zbiorem typu F.

Cuwiczenie: Uzasadnié, ze kazdy zbiér domknigty jest typu Gs, a otwarty typu Fi.
(UWAGA: Wymaga to wiedzy z topologii przestrzeni metrycznych.) Poniewaz
oczywiscie zbiory otwarte sa tez typu Gg, a domkniete typu Fy, to otrzymujemy, ze
przekroj rodzin zbioréw typu Gs i typu F, zawiera sume rodzin zbioréw otwartych
i domknigtych.

Podobnie definiujemy zbiory typu Gs, i F,s jako odpowiednio przliczalne sumy
zbioréw typu Gy i przliczalne przekroje zbioréw typu F,. Podobnie jak poprzednio,
przekréj tych klas zawiera sume klas poprzednich.

Ponizszy fragment ma charakter informacyjny. Podaje go bez dowoddw.

Przez indukcje pozaskonczona, dla dowolnej liczby porzadkowej « definiujemy dwie klasy, powiedzmy
Yo iI,.

(UWAGA: Jest to zmiana oznaczenia: ¥g to zbiory otwarte, Il - domkniete, ¥1 to Fi, a Il to
Gs, X2 to Gs, a Ily to F,5. O ile w oznaczeniach Gy, 1 Fy... gléwna litera zalezy od rodziny
startowej, o tyle w oznaczeniu X4 i Ilo gléwna litera zalezy od ostatnio uzytego dziatania.)
Rodziny te speliaja warunek taki, ze przekréj Xq i Il zawiera sume wszystkich rodzin 35 i Ilg
po B < a.



Sigma-cialo zbioréw borelowskich uzyskuje si¢ jako sume po wszystkch o < wyq rodzin X,
(réwnowaznie I, ). Jest to efektywna definicja rodziny zbioréw borelowskich.

Nietrudno zauwazydé, ze jesli X jest przestrzenia mocy € (continuum) i jest osrodkowa, to zbioréw
borelowskich jest znacznie mniej niz wszystkich podzbioréw X (jest ich co najwyzej €, a wszystkich
podzbioréw jest 26.) To wlasnie na tym sigma-ciele bedziemy najczesciej okreslaé miary na

przestrzeniach metrycznych (a nie na 2%).

MIARA ZEWNETRZNA

Definicja 3: Miara zewnetrzna nazywamy funkcje zbioru ji : 2% — [0, o], spelniajaca
trzy warunki:

1. g =0

2. ACB = i(A) < p(B) (monotonicznosé)

3. 1S A,) <D0 (Ay)  (przeliczalna podaddytywnosé).

(Z 3. wynika natychmiast skoriczona podaddytywnosé, jednak 2. nie wynika z 3.)

Cuwiczenie: Wykaz, ze dla miary zewnetrznej warunek 3. zachodzi dla dowolnych
(nie tylko rozlacznych) sum przeliczalnych.

Przyklad 1: Niech v : B — [0, 00] bedzie dowolna funkcja zbioru okreslong na
dowolnej rodzinie B zawierajacej X 1 0, taka ze v(f) = 0. Miarg zewngtrzna [
(okreslong na wszystkich podzbiorach) uzyskamy nastepujaco:

ﬂ(A):inf{iV(B):VnBEB, D BnDA}.
n=1 n=1

Uwaga: Rodzina w nawiasie jest zawsze niepusta (dlaczego?).

Powyzsza definicje mozna wyrazi¢ stowami nastepujaco: Funkcja v to prymitywny
“surogat miary” (bez zadnych dobrych wlasnosci oprécz zera dla zbioru pustego)
okreslona tylko na niektérych zbiorach (nazwijmy ja “masa”). Miara zewnetrzna
zbioru A to “minimalna” sumaryczna masa przeliczalnego pokrycia zbioru A zbio-
rami z B (“minimalna” dlatego w cudzystowiu, ze chodzi o infimum, a nie o min-
imum. Infimum nie musi by¢ realizowane w danej rodzinie liczb). Czyli chodzi o
“Jak najlzejsze” przeliczalne pokrycie zbioru A zbiorami, ktére maja zdefiniowana
mase.

Cwiczenie: Sprawdz, ze jest to faktycznie miara zewngtrzna.



