
Teoria miary
WPPT IIr. semestr zimowy 2009

WykÃlad 5. Zbiory borelowskie, miara zewnȩtrzna
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ZBIORY BORELOWSKIE

ZakÃladam, że wszyscy maja̧ zaliczony kurs topologii.

Niech (X, d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Wyróżniamy w niej rodzinȩ G zbiorów
otwartych i rodzinȩ F zbiorów domkniȩtych. ZakÃladam, że wszyscy wiedza̧, co to
za zbiory. Przypomnijmy tylko, że zbiór jest domkniȩty wtedy i tylko wtedy gdy
jego dopeÃlnienie jest zbiorem otwartym. X i ∅ sa̧ zarówno otwarte jak i domkniȩte.
Dowolna suma i skończony przekrój zbiorów otwartych jest zbiorem otwartym, a
dowolny przekrój i skończona suma zbiorów domkniȩtych jest zbiorem domkniȩtym.

Definicja 1: Sigma-ciaÃlo generowane przez rodzinȩ zbiorów otwartych (równoważnie
– domkniȩtych) nazywamy sigma-ciaÃlem zbiorów borelowskich. Zbiór borelowski to
element tego sigma-ciaÃla.

Ćwiczenie: Uzasadnić, że wszelkie zbiory skończone, przeliczalne i ich dopeÃlnienia
sa̧ borelowskie.

Ćwiczenie: Uzasadnić, że jeśli X jest ośrodkowa, to sigma-ciaÃlo generowane przez
dowolna̧ bazȩ topologii jest równe sigma-ciaÃlu zbiorów borelowskich.

Definicja 2: Zbiór, który jest przeliczalnym przekrojem zbiorów otwartych nazywa
siȩ zbiorem typu Gδ, a zbiór, który jest przeliczalna̧ suma̧ zbiorów domkniȩtych
nazywa siȩ zbiorem typu Fσ.

Ćwiczenie: Uzasadnić, że każdy zbiór domkniȩty jest typu Gδ, a otwarty typu Fσ.
(UWAGA: Wymaga to wiedzy z topologii przestrzeni metrycznych.) Ponieważ
oczywíscie zbiory otwarte sa̧ też typu Gδ, a domkniȩte typu Fσ, to otrzymujemy, że
przekrój rodzin zbiorów typu Gδ i typu Fσ zawiera sumȩ rodzin zbiorów otwartych
i domkniȩtych.

Podobnie definiujemy zbiory typu Gδσ i Fσδ jako odpowiednio przliczalne sumy
zbiorów typu Gδ i przliczalne przekroje zbiorów typu Fσ. Podobnie jak poprzednio,
przekrój tych klas zawiera sumȩ klas poprzednich.

Poniższy fragment ma charakter informacyjny. Podajȩ go bez dowodów.
Przez indukcjȩ pozaskończona̧, dla dowolnej liczby porza̧dkowej α definiujemy dwie klasy, powiedzmy
Σα i Πα.
(UWAGA: Jest to zmiana oznaczenia: Σ0 to zbiory otwarte, Π0 - domkniȩte, Σ1 to Fσ , a Π1 to
Gδ, Σ2 to Gδσ a Π2 to Fσδ. O ile w oznaczeniach Gδ... i Fσ... gÃlówna litera zależy od rodziny
startowej, o tyle w oznaczeniu Σα i Πα gÃlówna litera zależy od ostatnio użytego dziaÃlania.)
Rodziny te speÃlniaja̧ warunek taki, że przekrój Σα i Πα zawiera sumȩ wszystkich rodzin Σβ i Πβ

po β < α.



Sigma-ciaÃlo zbiorów borelowskich uzyskuje siȩ jako sumȩ po wszystkch α < ω1 rodzin Σα

(równoważnie Πα). Jest to efektywna definicja rodziny zbiorów borelowskich.

Nietrudno zauważyć, że jeśli X jest przestrzenia̧ mocy C (continuum) i jest ośrodkowa, to zbiorów

borelowskich jest znacznie mniej niż wszystkich podzbiorów X (jest ich co najwyżej C, a wszystkich

podzbiorów jest 2C.) To wÃlaśnie na tym sigma-ciele bȩdziemy najczȩściej określać miary na

przestrzeniach metrycznych (a nie na 2X).

MIARA ZEWNȨTRZNA

Definicja 3: Miara̧ zewnȩtrzna̧ nazywamy funkcjȩ zbioru µ̄ : 2X → [0,∞], speÃlniaja̧ca̧
trzy warunki:
1. µ̄(∅) = 0
2. A ⊂ B =⇒ µ̄(A) ≤ µ̄(B) (monotoniczność)
3. µ̄(

⋃· ∞n=1An) ≤ ∑∞
n=1 µ̄(An) (przeliczalna podaddytywność).

(Z 3. wynika natychmiast skończona podaddytywność, jednak 2. nie wynika z 3.)

Ćwiczenie: Wykaż, że dla miary zewnȩtrznej warunek 3. zachodzi dla dowolnych
(nie tylko rozÃla̧cznych) sum przeliczalnych.

PrzykÃlad 1: Niech ν : B → [0,∞] bȩdzie dowolna̧ funkcja̧ zbioru określona̧ na
dowolnej rodzinie B zawieraja̧cej X i ∅, taka̧ że ν(∅) = 0. Miarȩ zewnȩtrzna̧ µ̄
(określona̧ na wszystkich podzbiorach) uzyskamy nastȩpuja̧co:

µ̄(A) = inf

{ ∞∑
n=1

ν(B) : ∀n B ∈ B,

∞⋃
n=1

Bn ⊃ A

}
.

Uwaga: Rodzina w nawiasie jest zawsze niepusta (dlaczego?).
Powyższa̧ definicjȩ można wyrazić sÃlowami nastȩpuja̧co: Funkcja ν to prymitywny
“surogat miary” (bez żadnych dobrych wÃlasności oprócz zera dla zbioru pustego)
określona tylko na niektórych zbiorach (nazwijmy ja̧ “masa”). Miara zewnȩtrzna
zbioru A to “minimalna” sumaryczna masa przeliczalnego pokrycia zbioru A zbio-
rami z B (“minimalna” dlatego w cudzysÃlowiu, że chodzi o infimum, a nie o min-
imum. Infimum nie musi być realizowane w danej rodzinie liczb). Czyli chodzi o
“jak najlżejsze” przeliczalne pokrycie zbioru A zbiorami, które maja̧ zdefiniowana̧
masȩ.

Ćwiczenie: Sprawdź, że jest to faktycznie miara zewnȩtrzna.


